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Cet article complete les resultats obtenus dans ([L.R,], [L.R,], [L.Rs]) pour 
les deformations des algtbres de courants de type simple et reductif. Les calculs 
dtveloppes dans ces articles permettent d’obtenir ici la cohomologie adjointe en 
degre 2 pour les automorphismes d’un fibrt principal, de conclure a la rigidite 
pour le cas simple, et d’expliciter les deformations pour le cas reductif. 
Ce travail a ttC realise dans le cadre des accords de cooperation CNRS-CGRI 
1987 et 1988: “Deformations des algebres de Lie de dimension infinie et appli- 
cations a la quantification geometrique”. 
I. RAPPEL DES DfiFINITIONS 
Soit P+ I/ un fib& principal de groupe G, de base une variete V a base 
denombrable. Les champs de vecteurs tangents a P, Cquivariants pour I’action 
infinittsimale de I’algebre de Lie G de G, constituent l’algebre de Lie des auto- 
morphismes infinitesimaux du fibre P, notee aut (P). Ces champs de vecteurs 
se projettent canoniquement sur la base V, d’ou un homomorphisme surjectif 
d’algebres de Lie: 
aut (P) -5 .d(V)+O, 
oti AZ(V) designe l’algebre de Lie des champs de vecteurs sur I’. 
Le noyau de rr est l’algebre des courants associee au fib& P et notee GP; on 
rappelle que (Ej, s’identifie a l’algebre de Lie des applications differentiables 
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G-Cquivariantes de P a valeurs dans (l2. On obtient ainsi la suite fondamentale 
du fib& P: 
O+ajp*aut (P) "-d(V)+O. 
On va ttudier les deformations Cventuelles de la structure d’algebre de Lie de 
aut (P); il faut calculer tout d’abord le deuxibme groupe de cohomologie de la 
representation adjointe, en prenant les cochaines locales au sens usuel: une 
p-cochaine w : aut (P) P+aut (P) sera dite locale si pour tout p-uple Xi, . . . , XP 
dans aut (P) on a: 
Support w(Xi, . . . , Xp>c fi Support (Xi). 
i=l 
Le groupe Hi, (aut (P); aut (P)) classifie les deformations infinitesimales; 
on Ctudiera le cas CchCant les obstructions au prolongement de ces deformations 
(voir [R.N] pour les generalit& sur les deformations d’algebres de Lie). Nous 
ferons les calculs pour le cas oti U3 est simple et ou U3 = GL(n, C). 
II. LA SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE DE LA SUITE FONDAMENTALE 
La cohomologie adjointe de GP a et6 calculte en bas degres dans ([L.R,], 
[L.R,]) et celle de dpe( V) est due principalement a Gelfand et a Fuks (voir par 
exemple le livre de D.B. Fuks faisant le point sur ce sujet [F]). La suite spectrale 
de Hochschild-Serre relative a I’idCal va nous permettre de nous ramener a des 
resultats connus. 
On a: 
E$2 = Ho&&( V); H2(GP; aut (P))) = Inv,(v,H2((BP; aut (P)) 
Ej* i = iY’(&‘( V); H’((13;p, aut (P))) 
E;,' = H2(d( V); H”((12j, aut (P))), 
tous ces espaces de cohomologie &ant locaux. 
Etudions la suite exacte longue associee a la suite O+GP+aut (P)+ 
+&(I’)+0 consideree comme suite exacte courte de U3;p-modules. On a: 
O-*Ho(6;p; G;p)+H”(GP, aut (P))'H"(~A~(V))~H'(~,~~)~ 
-‘U*(C3;p, aut (P))jH1(~,~(V))~H2(~~~p)-' 
+H2(GP; aut (P))+W2(Gp; d(V))-.... 
Nous allons maintenant distinguer les deux cas: 
Si CB est simple, les resultats de [L.Ri] montrent que Ho@;, a;,) =0 et 
H’(6;p, U3,) =AZ( V), chaque champ de vecteurs XE~( v) induisant la dtri- 
vation A + V,A pour A E GP, ou V est la derivation covariante de (BP associee 
a une connexion sur P. Ici H”(GP; d(V)) = d(V) car l’action de Gj, sur AZ(V) 
est triviale, et le connectant b induit un isomorphisme de d(V) sur 4 V). Done 
Ho&,; aut (P))=O et Ez'.'=O. 
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D’autre part H’((BP, &( v)) = Horn (Hr ((BP .AZ( v)) et (BP &ant parfaite 
([L]), H’@,&(V)) =0 et done E2 lY1 =O. Les calculs de [L.R,] montrent que 
H2(GP; GP) =A2( V), l’espace des 2-tenseurs antisymetriques contravariants 
sur V, si (B est de type A r pour 112 et que cet espace est nul sinon. D’autre 
part H2(Q3;p, J( V)) = Horn (H&B,); AZ(V)). 
Le theoreme de S. Bloch ([B]) implique que H&BP) = Q’(V)/dsZ”(V) et 
done H2(GP; J(V)) = Horn (s21(V)/&20(V), AZ( V)), cet espace d’homo- 
morphismes &ant a comprendre dans le sens local. 
L’espace E22 = Inv,(,(H2@,; aut (P))) va s’obtenir A partir de 
et la nullite de ces deux termes va resulter du lemme suivant, dont la preuve 
- tlementaire - est laissee au lecteur: 
LEMME. Soit L une application lindaire locale entre des tenseurs de type (p, q) 
et des tenseurs de type (p’, q’) sur une vari&P V invariante par l’action naturelle 
de l’algdbre J(V). 
(1) Si (p,q)#@‘,q’) alors L=O. 
(2) Si (p, q) = (p’, q’), L est donnke par la multiplication par une constante. 
De la nullite des trois termes de la suite spectrale engendrant le H2 dans le 
cas ou 6 est simple, on deduit le 
TH~ORGME 1. Si P est un fib& principal de groupe simple, alors 
H&(aut (P); aut (P)) = 0 
et l’algtbre aut (P) est rigide. 
Examinons maintenant le cas ou G = GL(n, C). 
L’algtbre (BP se decompose: (BP= U30,@Nll, ou Go designe sl(n, C) et N 
l’algebre associative des fonctions differentiables A valeurs complexes sur V. 
On a He@, (BP) =N, et comme prectdemment H”((13;p,~(V)) = AZ(V), 
l’action &ant triviale. 
D’autre part, d’apres ([L.R2]), H’(U3p, 6,) = &( V)@Hom,,,(N, N) et 
H’&,,A~( v)) = Hom&N,d( V)) car dans ce cas H,(43;p) =N ([L]). Done 
Ho@;,; aut (P)) = N et E?‘= H2(~( V); N). 
L’espace H’(C5p, aut (P)) s’insere alors dans la suite exacte suivante, 
deduite de la suite exacte longue &rite precedemment: 
O-+Homi,,(N, N)+H1(U3;p; aut (P))+ 
-+ Homl,,W 4 0) A H2(6;,, C?;p)+H2((C;,, aut (P))- 
-‘H2(G;,; &(I’))- . . . . 
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Dans [L.R,] figure la description suivante de W’(G;,,G,). On a 
W2(~;,a;~)=/12(V)OHoml,,(N,~(~3)0 
OHo%&W9~dQ0(V, N)O&,(N N). 
D’autre part, 
ff2@h 4 v)) = Homl,W2(W; 4 V) = 
=HomdQ’(WdQO(V; ~WNO&WW(V). 
Ici encore l’homomorphisme connectant b est un isomorphisme et on obtient 
H’(G3p; aut (P)) = HomlO,(N, N), et l’espace H2(Gp, aut (P)) s’insere dans 
une suite exacte: 
Le lemme precedent permet alors de voir que: 
Ep”=Inv JB(r+Y2(G;p, aut (P)) = 0. 
Le calcul du terme E$ ’ va resulter du lemme ci-dessous: 
LEMME. L’inclusion naturelle I : N- Hom,,,(N, N) induit un isomorphisme 
en cohomologie 
ff*W(V); N) a H*(aZ( V); Hom,,,(N, N)). 
DEMONSTRATION. On applique pour calculer N*&Z( V), Hom,,(N, N)) les 
mCmes techniques que dans [W.L]. On se contentera ici de reprendre les Ctapes 
clts et de preciser les adaptations necessaires. Pour les details et les definitions, 
en particulier relatifs aux symboles, le lecteur est report6 a [W.L]. La premiere 
Ctape consiste A montrer le resultat pour V= IIF et la seconde a le globaliser. 
En ce qui concerne cette derniere &ape, il suffit de reprendre les raisonnements 
([W.L] 6 B p. 211), les adaptations allant de soi. 
Soit alors un cocycle T sur AZ(F) a valeurs dans Homr,JN, N) consider6 
comme operateur de d(FY) x N a valeurs dans N, et son symbole dans l’ordre 
lexicographique: 
les <i &ant les variables symboliques associts aux champs Xi et q representant 
les derivees partielles portant sur la fonction u EN. 
Si or est d’ordre lexicographique (ro, . . . , rP- i, s) alors I’ordre lexicographi- 
que de oar s’obtient, comme dans [W.L] p. 200, en ins&ant un 1 parmi ceux 
de l’ordre de or (6 represente ici I’operateur cobord de la cohomologie con- 
sideree). Les contributions de osT a cet ordre sont justiciables de la mCme 
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interpretation que leur analogue de [W.L], si ce n’est qu’ici la representation 
de gZ(m, iR) qu’il convient de considtrer est l’espace 9s des polynbmes homo- 
genes de degre s en q E ([R”) *. 
Or: H*(gZ(m, G?); 9,) =H*(gZ(m, IR), iR)@Inv&&9,) et, pour s>O, 
Inv$(,, iR)(Ps) = 0. Ceci prouve que T est cohomologue a un cocycle d’ordre 0 
en u et l’application Z* est done surjective pour V= KY. Montrons qu’elle est 
injective et supposons done T= 6s oh Test d’ordre 0 en u EN. Si S est d’ordre 
> 0 en u, alors son symbole os a cet ordre est un cocycle pour la representation 
indiqute ci-dessus et done un cobord. On voit ainsi que, quitte A corriger S par 
des cobords, on peut le supposer d’ordre 0 en U, d’ou la conclusion. 
Le lemme implique done E$ ’ = H’(d( V), N). 
Les espaces W*(&(V), N) ont ete determines par D.B. Fuks et V.I. Lozik; 
on a le rtsultat suivant: 
oh p(V) est I’espace total du fib& principal unitaire associe au complexifie du 
fibre tangent a V et ZYZA~ designe que le i-tme groupe de cohomologie de de 
Rham ([F] p. 144, Thm. 2.4.7). 
Examinons les differentielles intervenant dans le calcul de E;’ et de E.$ ‘, 
soient 
0.1 4 
E2 
-E$O et ~‘3’ - 
2 
d2 E;,o. 
Comme 
E;*’ = ZZ3(~( V), H”(GP, aut (P))) = ZZ3(&( V); N) = Z&p(V)) 
et 
E$ ’ = W”(&( V); H’(Gp, aut (Z’))) = ZZ’(AZ( v), Horn&V, N)) = 
= H”(ed( V), iv) = m, 
il est immediat de voir que les differentielles sont nulles et 
E,2,0=E2,0 et E;,l=E’,’ co 03 - 
Nous avons done determine l’espace des deformations infinitesimales de 
aut (P). 
THI~ORI~ME 2. Si P est un GL(n, C)-jibrk principal, alms: 
4&W (0 aut (p))=H:,(p(v))OH~~(P(V)). 
La cohomologie de P(V) se calcule facilement pour les bas degrb, et on a: 
GdP(~))=f&WKB~.~ et fGiR(P(~))=GRW) 
la classe D &ant associee a la divergence. Si la variete I/ est compacte, l’espace 
des deformations infinitesimales de aut (P) est de dimension finie, ce qui con- 
traste grandement avec le cas de Gj,. 
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On peut donner une description plus explicite de ces cochaines. 
Soit une connexion sur P, don&e par la 1 forme 19~Al(P,so(n)). On note 
Xw Xh le relevement horizontal de d(V) dans aut (P) associe a 8 et A +A” le 
relkement vertical de Gp dans aut (P). L’anneau N s’envoie dans aut (P) par 
u+uC; ou r designe 1’ClCment fondamental associt a l’element II de gf(n, II?). 
Soit QQ : aut (P)*N definie par p&l) = tr(B(A)). On verifie aisement que 
pe.< : aut (P)+aut (P) est un 1-cocycle, 8 &ant a valeurs dans so(n). 
Si o est une p-cochaine de .AZ( v) a valeurs dans N, son relevement dans 
aut (P) sera note encore o par abus de notation et or est alors une p-cochaine 
de aut (P) a valeurs dans lui-m&me. 
L’espace H&(aut (P), aut (P)) est alors engendre par les classes du type 
(o A pe)r et q. I$, o et fl &ant respectivement des 1 et des 2-cocycles de J(V) 
a valeurs dans N. 
REMARQUE. Les classes w. 4 et per engendrent l’espace 
Y!(aut (P), aut P)) = W~GRPVN. 
La classe (w A pe)r est done obtenue par cup-produit de deux classes de degre 1. 
Dans le cas particulier ou la variete est 2-connexe, on a 
H&(aut (P), aut (P)) = IR 
et la seule deformation infinitesimale possible est donnee A un scalaire pres par 
le cocycle (O A(P&! ou o represente la divergence. 
III. DfiFORMATIONS D’ORDRE SUPfiRIEUR A 1 ET DfiFORMATIONS VRAIES 
On rappelle ([N.R]) que l’obstruction a prolonger A l’ordre 2 une dtfor- 
mation infinitesimale associee a un cocycle C est le crochet de Richardson- 
Nijenhuis de ce cocycle avec lui-m&me, note UC, Cl, dont la classe de coho- 
mologie est dans @,,(aut (P), aut. (P)). 
On calcule aisement que: 
Les obstructions au prolongement des deformations sont toutes situees dans 
le sous-espace 
~2~(P(0)=~3(40, N)=Ei’G&(aut (P), aut (P)). 
Posons C = (q + o A p)c. Si la classe [o] contient la divergence, le cocycle 
[C, Cl n’est cohomologue A 0 dans H&#(V)) que si [q] est nul: en effet, 
il resulte des calculs de [L.W] que la multiplication par la divergence de 
E&P(V)) dans H&(P( V)) est injective. 
Si q est nul, on a une deformation vraie donnee par: 
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Si o est associee a une classe de H&.(v), la classe de cohomologie de 
UC, Cl n’est autre que celle de o A r~ dans H&(v). On a alors le 
THEOREME 3. Si H&(V) =0, alors toute d&formation infinithimale de 
aut (P) de la forme: 
se prolonge en une d&formation formelle. 
DEMONSTRATION. Grace ii l’hypothese H&(v) = 0, on voit aisement qu’il 
existe des formes qk E Q2( v), Q = q, avec dqk+ 1 = - nqkl\ CIA La deformation 
annoncte s’ecrit alors 
D’oti le theorbme. 
REMARQUE. Sans l’hypothese H&(V) =0, l’existence de solutions pour le 
systeme d’equations: 
dtfk+, = -nq&/\u, kr 1, 
est like a la nullite du produit de Massey ([o], [u], [w]) et de ses it&es 
( bl, hl, bl, - - * 3 bl) (Massey [MI). 
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